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ИЗМЕРЕНИЯМ И АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА РЕШЕНИЯ

ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА1

Для линейной автономной дифференциально-разностной системы ней-
трального типа с сосредоточенными запаздываниями получены критерии
существования регуляторов с обратной связью по измерениям наблю-
даемого выхода, обеспечивающих заданный спектр или экспоненциаль-
ную стабилизацию. Доказаны критерии существования наблюдателей,
формирующих асимптотические оценки и имеющих ошибки, описывае-
мые линейными однородными системами с наперед заданным характе-
ристическим квазиполиномом или обладающими свойством экспоненци-
альной устойчивости. Все рассуждения работы являются конструктив-
ными и содержат метод построения соответствующего регулятора или
наблюдателя.
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1. Введение

Эффект запаздывания присущ практически всем процессам управления.
Поэтому его необходимо учитывать при построении целого ряда технических,
экономических и других моделей [1–4]. Исследованию общей теории систем
с запаздыванием, а также использованию таких систем в прикладных об-
ластях посвящено достаточно много работ (см. например, введение в [3, 4]).
В настоящей статье изучается проблема стабилизации для систем с запазды-
ванием нейтрального типа. Такие системы описывают поведение объектов и
процессов, скорость эволюции которых зависит как от их предшествующих
состояний, так и от их скоростей, например [2] движения маятника с вязким
наполнителем, модель врезного шлифования, объекты, динамика которых

1 Работа выполнена в рамках гранта Президента Республики Беларусь (распоряжение
№ 15рп от 27 января 2025 г.)
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описывается системами с распределенными запаздываниями (в частности те-
леграфными уравнениями). Приведем еще конкретные примеры задач стаби-
лизации для линейных систем нейтрального типа. При исследовании колеба-
ний токоприемника движущегося локомотива вдали от опоры (она находится
сзади токоприемника) необходимо учитывать эффект воздействия отражен-
ных волн контактного провода от струн, поддерживающих этот провод, и
от опоры, находящейся перед движущимся токоприемником. В этом случае
возникает проблема стабилизации такой механической системы [5]. Другой
пример [6, c. 235] – задача стабилизации системы, возникающей в случае по-
ступательного и прямолинейного движения некоторой массы под действием
линейной восстанавливающей силы, пропорциональной координате, и некото-
рой неконсервативной силы. Учитывая, что для срабатывания чувствитель-
ных элементов системы, регистрирующих перемещение, скорость и ускорение
массы, а также реле и сервомотора нужно некоторое время, получается [6,
c. 235] модель в виде линейной автономной системы нейтрального типа.
Исследование задачи стабилизации систем с запаздыванием было иниции-

ровано в [7, 8], а затем подхвачено многими исследователями [9–16] (см. также
библиографию в этих работах). Однако, невзирая на достаточно большой по-
ток публикаций в этом направлении, проблема стабилизации на сегодняшний
день до конца не изучена.
Спектр линейных систем с последействием в общем случае бесконечен,

поэтому анализ и последующее исключение неустойчивых собственных зна-
чений из спектра требует определенных вычислительных усилий [15]. В связи
с этим более универсальным подходом для стабилизации системы является
решение задачи назначения конечного спектра, как правило состоящего из
чисел с отрицательными действительными частями [17–19]. К существенному
недостатку использования такого подхода для стабилизации системы следует
отнести условия разрешимости соответствующей задачи, которые являются
более жесткими по сравнении с условиями стабилизации.
Более общей по сравнению с задачей назначения конечного спектра яв-

ляется проблема модальной управляемости, заключающаяся в управлении
коэффициентами характеристического квазиполинома системы [20–22].
Эффективными методами анализа устойчивости систем с запаздывани-

ем являются методы Ляпунова–Красовского и Ляпунова–Разумихина, позво-
ляющие сформулировать условия разрешимости задачи управления в тер-
минах матричных неравенств [23] (см. главы 3–7). Такой подход к анали-
зу и проектированию регулятора дает возможность получить конструктив-
ные конечномерные условия его существования и допускает распространение
на другие задачи. Например, в [24] построено управление, ограничивающее
влияние возмущений и шумов измерений, а условия устойчивости входных
данных описываются в терминах матричных неравенств.
В отличие от описанного выше метода, основанного в большей степени

на дифференциальных свойствах системы управления, предлагаемый в ста-
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тье подход носит сугубо алгебраический характер. Полином detW (p, λ), где
W (p, e−ph) – характеристическая матрица замкнутой системы (в случае ди-
намического регулятора), рассматривается как элемент идеала I, порожден-
ного системой полиномов – алгебраических дополнений к элементам послед-
ней строки матрицы W (p, λ). Поэтому класс возможных характеристических
квазиполиномов detW (p, e−ph) может быть описан через вычисление базиса
Грёбнера идеала I. Это обстоятельство сводит все вычисления, связанные
с построением регулятора (или наблюдателя), к операциям в кольце поли-
номов. С использованием этой идеи в [19, 25, 26] решена задача построения
регулятора с обратной связью, обеспечивающего равенство нулю через огра-
ниченное время всех компонент исходной разомкнутой системы, т.е. обеспе-
чивающего финитную стабилизацию [27] (другими словами, решение задачи
полного успокоения регулятором с обратной связью). Решение такой задачи
достигается за счет построения обратной связи так, чтобы замкнутая система
стала системой с конечным спектром, точечно вырожденной в направлениях,
соответствующих компонентам вектора-решения исходной системы [19, 25].
Развитие этих идей на системы нейтрального типа получено в [26], а их си-
стематизация – в монографии [4]. Следующим шагом в исследовании задачи
финитной стабилизации стало создание регуляторов с обратной связью по
измерениям, представляющим собой сигнал наблюдаемого выхода. Для си-
стем запаздывающего типа со скалярными входом и выходом такая задача
изучена в [27], а для многовходных систем нейтрального типа – в [28, 29].
В настоящем исследовании на базе разработанных в [15] методов управле-

ния спектром систем нейтрального типа, а также структурных схем обратной
связи по неполным измерениям, полученных в [28, 29], доказываются крите-
рии существования регуляторов с обратной связью по измерениям наблюдае-
мого выхода, обеспечивающих решение задач модальной управляемости и
стабилизации. Попутно в статье предложены методы построения двух типов
асимптотических наблюдателей и найдены критерии их существования.

2. Основные обозначения

Рассмотрим линейную автономную дифференциальную систему нейтраль-
ного типа с соизмеримыми запаздываниями

ẋ(t) = A0x(t) +

m∑
j=1

(
Ajx(t− jh) +Dj ẋ(t− jh)

)
+

m∑
j=0

bju(t− jh), t > 0,(1)

y(t) =
m∑
j=0

c′jx(t− jh), t � 0,(2)

x(t) = η(t), t ∈ [−mh, 0].(3)

Здесь x∈R
n –вектор-столбец решения системы (1) (n � 2); 0 < h – постоян-

ное запаздывание; A0, Aj ,Dj ∈R
n×n, bj ∈R

n, c′j ∈R
n (символ «′» (штрих) обо-

значает операцию транспонирования); u – скалярное кусочно-непрерывное
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управление, y – скалярный наблюдаемый выходной сигнал (выход). Началь-
ная функция η предполагается непрерывной функцией, имеющей кусочно-
непрерывную производную. В этом случае существует единственное непре-
рывное решение, имеющее кусочно-непрерывную производную. Далее всюду
в статье предполагается, что начальная функция η неизвестна.
Цель исследования: на базе обратной связи, представляющей собой из-

мерения выхода (2), построить регуляторы, обеспечивающие замкнутой си-
стеме заданный характеристический квазиполином или ее экспоненциальную
стабилизацию. Исследование имеет следующую структуру. Вначале (см. раз-
дел 3), на основе методов построения регуляторов, полученных в [15], будут
построены два типа асимптотических наблюдателей. Далее в разделе 4 для
получения регуляторов с обратной связью, формируемой на основании из-
мерений наблюдаемого выхода, в конструкции регуляторов статьи [15] будут
добавлены дополнительные контуры в виде полученных асимптотических на-
блюдателей по принципу, разработанному в [28, 29]. В завершающем разделе 5
будет приведен иллюстративный пример.
Пусть p, λ∈C (C – множество комплексных чисел). Обозначим:

A(p, λ) = A0 +
m∑
j=1

(Aj + pDj)λ
j ,(4)

W (p, e−ph) = pIn −A(p, e−ph) – характеристическая матрица (In ∈R
n×n – еди-

ничная матрица), w(p, e−ph) = |W (p, e−ph)| – характеристический квазиполи-
ном однородной (u = 0) системы (1). Здесь и далее |W | – определитель про-
извольной квадратной матрицы W.

Пусть φ∈N – произвольное число. Квазиполином d(p, e−ph), где

d(p, λ) =

φ∑
i=0

θi(λ)p
i,

θi(λ) – некоторые полиномы, причем θφ(0) = 1, будем называть квазиполи-
номом нейтрального типа. Если θφ(λ) = 1, то, как частный случай, имеем
квазиполином d(p, e−ph) запаздывающего типа. Характеристический квази-
полином w(p, e−ph) однородной системы (1) является в общем случае квази-
полиномом нейтрального типа и degp w(p, λ) = n.

Пусть Rr×m[λ], Cr×m[λ] – множество матриц размера r ×m, элементы ко-
торых суть полиномы переменной λ с действительными и комплексными ко-
эффициентами соответственно (если r = m = 1, то верхний индекс не пишем),
λh – оператор сдвига, pD

– оператор дифференцирования, т.е. pi
D
λj
hf(t) =

= f (i)(t− jh) (f – функция, i, j � 0 – целые числа).
Для дальнейшего использования компактной записи уравнений регулято-

ров и наблюдателей введем множество Qr×m
(
Q1×1 = Q

)
, состоящее из отоб-

ражений Q : f 
→ Q[f ], где f(t), t∈R, – произвольная скалярная или m-век-
торная непрерывная функция, имеющая кусочно-непрерывную производную
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(квадратные скобки используются для различия в написании отображений
и функций). Каждое отображение Q∈Qr×m задается следующими элемен-
тами: 1) qi(λ)∈R

r×m[λ], i = 0, 1; 2) P = {αk ± iβk, αk, βk ∈R, k = 1, n1} –
набор действительных и комплексно-сопряженных чисел (i – мнимая едини-
ца); 3) q̂ki(λ)∈C

r×m[λ], k = 1, n1, i = 1, n2, (n1 � 1, n2 � 0 – целые числа) и
действует по следующему правилу (ниже pk ∈P )

Q[f(t)] = q0(λh)f(t) + q1(λh)ḟ(t− h) +

+

n1∑
k=1

n2∑
i=0

h∫
0

q̂ki(λh)f(t− s)epks
si

i!
ds, t > 0.

(5)

Матрицы q̂ki(λ) в выражении (5) и множество P обладают следующим свой-
ством: после применения формулы Эйлера (eiϕ = cosϕ+ i sinϕ) выраже-
ние (5) приводится к виду

Q[f(t)] = q0(λh)f(t) + q1(λh)ḟ(t− h) +

n̂1∑
j=0

h∫
0

rj(s)f(t− jh− s) ds,(6)

где n̂1 =maxk,i{degλ q̂ki(λ)}, rj(s) =
∑n1

k=1e
αks(cos(βks)νjk(s)+sin(βks)μjk(s)),

(αk + iβk)∈P , νjk(s), μjk(s)∈R
r×m[s] (degs νkj � n2, degs νkj � n2). Таким об-

разом, все выражения в соотношении (6) представляют собой действительные
величины.
При замыкании исходной системы регуляторами, содержащими слагаемые

вида (5) (вида (6), что то же самое), в замкнутой системе могут появиться рас-
пределенные запаздывания, описываемые интегральными слагаемыми в (6).
В этом случае членам с распределенным запаздыванием (см. выражение (5))
в характеристической матрице замкнутой системы будут соответствовать вы-
ражения q̂ki(e

−ph)
∫ h
0 e−(p−pk)ssi/i! ds. Вычисляя интегралы из этих выраже-

ний и затем полагая λ = e−ph, получаем целые дробно-рациональные функ-
ции [19]

h∫
0

e−(p−pk)ssi/i!ds

∣∣∣∣∣
e−ph=λ

=
(−1)i+1

i!

di

dpi

(
λ− e−pkh

e−pkh(p− pk)

)
, i = 0, 1, . . .(7)

Соответственно выражению (5) (или (6)) в характеристической матрице за-
мкнутой системы будет соответствовать матрица

Q[ept]e−pt

∣∣∣∣∣
e−ph=λ

= Q(p, λ),

где

Q(p, λ) = q0(λ) + pλq1(λ) + q(p, λ),(8)

28



q(p, λ) = q1(p,λ)
q2(p)

– дробно-рациональная функция, правильная по переменной p
(q1(p, λ), q2(p) – полиномы с комплексными коэффициентами, degp q1(p, λ) <
< degp q2(p). Условимся, что в дальнейшем, если Ŵ (p, e−ph) – характеристи-
ческая матрица системы нейтрального типа, содержащей распределенное за-
паздывание, определяемое выражением вида (6), то матрица Ŵ (p, λ) получа-
ется так: сначала вычисляются интегралы вида (7), после чего в полученном
выражении полагается e−ph = λ.
Пусть задано отображение Q, определяемое (5). Тогда под транспониро-

ванным отображением Q′ понимаем отображение, которое получается из (5)
при замене q0(λ), q1(λ), q̂ki(λ) на q′0(λ), q

′
1(λ), q̂

′
ki(λ) соответственно.

3. Асимптотическая оценка решения

В данном разделе построим наблюдатели, позволяющие по измерениям (2)
формировать асимптотические оценки решения исходной системы (1) с ошиб-
ками, стремящимися к нулю с заданной или экспоненциальной скоростью,
которая определяется корнями характеристического квазиполинома. Далее
эти результаты понадобятся для построения стабилизирующего регулятора с
обратной связью, формируемой по результатам наблюдений выходного сиг-
нала.
Определим следующую линейную систему нейтрального типа:

ż1(t) = A(p
D
, λh)z1(t) + L1[z2(t)] + b(λh)u(t),

ż2(t) = β0(pD)c
′(λh)z1(t) + L2[z2(t)]− β0(pD)y(t), t > 0,

(9)

где матрица A(p, λ) определяется формулой (4), L1 ∈Qn×1, L2 ∈Q1×1,
β0(p)∈R0[p], R0[p] =

{
1, p+ α̂ : α̂∈R

}
– множество полиномов, имеющих

вид p + α̂ или равных единице. Для системы (9) берем любое начальное со-
стояние вида

z(t) = ϕ(t), t∈ [−h0, 0],(10)

где ϕ – непрерывная функция, имеющая кусочно-непрерывную производную,
h0 – длина отрезка последействия системы (9).
Компоненту z1 вектора-решения z = col[z1, z2] системы (9) берем в каче-

стве оценки решения x системы (1), (2) (при заданном управлении u). Обозна-
чим: ζ = z1 − x – ошибка оценки z1 решения x. Легко видеть, что функция ζ
есть компонента решения однородной системы

ζ̇(t) = A(p
D
, λh)ζ(t) + L1[z2(t)],

ż2(t) = β0(pD
)c′(λh)ζ(t) + L2[z2(t)], t > 0.

(11)

Рассмотрим характеристическую матрицуWz(p, λ) системы (11) (однород-
ной (u = 0) системы (9))

Wz(p, λ) =

[
pIn −A(p, λ) −L1(p, λ)

−β0(p)c
′(λ) p− L2(p, λ)

]
,(12)
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где Li(p, λ) = Li[e
pt]e−pt. Введем в рассмотрение полином

g(p, λ) =
n+1∑
i=0

pigi(λ), gi(λ)∈R[λ], gn+1(0) = 1.(13)

Очевидно, что квазиполином d(p, e−ph) в общем случае может быть квазипо-
линомом нейтрального типа.

Опр е д е л е н и е 1. Будем говорить, что для системы (1), (2) суще-
ствует наблюдатель (9) с заданным характеристическим квазиполино-
мом, если для любого полинома (13) найдутся такие L1 ∈Qn×1, L2 ∈Q1×1,
β0(p)∈R0[λ], что выполняется равенство∣∣Wz(p, λ)

∣∣ = g(p, λ).(14)

Зам е ч а ни е 1. Поскольку основная цель проектирования наблюдателей
состоит в получении оценки решения исходной системы, то квазиполином (13)
при конструировании наблюдателя с заданным характеристическим квази-
полиномом следует выбирать так, чтобы система (11) была асимптотически
или экспоненциально устойчивой. Наиболее удобным с точки зрения сложно-
сти вычислений при нахождении решения системы (9) будет выбор полино-
ма (13), не зависящего от переменной λ, корни которого имеют отрицательные
действительные части.

Опр е д е л е н и е 2. Будем говорить, что для системы (1), (2) существу-
ет экспоненциально устойчивый наблюдатель (9), если найдутся такие
L1 ∈Qn×1, L2 ∈Q1×1, β0(p)∈R0[p], что система (11) является экспоненци-
ально устойчивой.

Зам е ч а ни е 2. Для экспоненциальной устойчивости линейной однород-
ной автономной системы нейтрального типа необходимо и достаточно [14],
чтобы ее характеристический квазиполином был экспоненциально устойчи-
вым (корни pi характеристического уравнения удовлетворяют неравенству
Re pi < ε ∃ε < 0). В этом случае будет [14] экспоненциально устойчивым раз-
ностное уравнение, описывающее поведение скачков первых производных ре-
шения. Поясним сказанное на примере системы

ẋ(t) = Q[x(t)],(15)

где отображение Q определено в (6) (считаем, что все матрицы в (6) имеют
размер n×n). ПустьW0(p, e

−ph) – характеристическая матрица системы (15),
W0(p, λ) = p

(
In − λq1(λ)

)
− q0(λ)− q(p, λ) (см. (8)). Введем множества

Δ0 =
{
p∈C :

∣∣∣W0(p, e
−ph)

∣∣∣ = 0
}
, Δ1 =

{
λ∈C :

∣∣∣In − λq1(λ)
∣∣∣ = 0

}
.(16)

Для экспоненциальной устойчивости системы (15) необходимо и достаточно,
чтобы выполнялось условие

Re p < −ε ∃ε > 0, p∈Δ0.(17)
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В этом случае из экспоненциальной устойчивости разностного уравнения бу-
дет следовать, что

|λ| > 1, λ∈Δ1.(18)

Рассмотрим систему (1). Обозначим: D(λ) =
∑m

j=1 λ
jDj . Сформулируем

критерии существования наблюдателя с заданным характеристическим ква-
зиполиномом.

Те ор ем а 1. Для того чтобы для системы (1), (2) существовал наблю-
датель (9) с заданным характеристическим квазиполиномом, необходимо и
достаточно, чтобы выполнялись условия

rank

[
W (p, e−ph)

c′(e−ph)

]
= n ∀p∈C, rank

[
In −D(λ)

c′(λ)

]
= n ∀λ∈C.(19)

Доказательство см. в Приложении.
Следующее утверждение является критерием существования экспоненци-

ально устойчивого наблюдателя.

Те ор ем а 2. Для того чтобы для системы (1), (2) существовал экспо-
ненциально устойчивый наблюдатель (9), необходимо и достаточно, чтобы
выполнялись условия

rank

[
W (p, e−ph)

c′(e−ph)

]
= n ∀p∈C, Re p � ε1, ∃ε1 < 0;

rank

[
In −D(λ)

c′(λ)

]
= n ∀λ∈C, |λ| � 1.

(20)

Доказательство см. в Приложении.

4. Модальная управляемость и экспоненциальная стабилизация

Определим динамический регулятор с обратной связью, в качестве кото-
рой используем результаты измерений наблюдаемого выходного сигнала

u(t) = α0(pD)x1(t),

ẋ1(t) = Q11[x1(t)] +Q12[x2(t)],

ẋ2(t) = b(λh)α0(pD
)x1(t) +A(p

D
, λh)x2(t) +Q23[x3(t)],

ẋ3(t) = α1(pD
)c′(λh)x2(t) +Q33[x3(t)]− α1(pD

)y(t), t > 0.

(21)

Здесь x1, x3 ∈R, x2 ∈R
n – вспомогательные переменные; Q11 ∈Q, Q12 ∈Q1×n,

Q23 ∈Qn×1, Q33 ∈Q; αi(p)∈R0[p], i = 0, 1.
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Замкнем систему (1), (2) регулятором (21). Легко видеть, что система (1),
(2), (21) является линейной неоднородной автономной системой нейтрального
типа с соизмеримыми сосредоточенными и распределенными запаздывания-
ми, неоднородная часть которой зависит от выхода y(t). Заменив в неодно-
родной части функцию y(t) согласно (2) на c′(λh)x(t), получим однородную
систему. Запишем характеристическую матрицу W (p, λ) этой однородной си-
стемы

W (p, λ) =

⎡⎢⎢⎢⎣
pIn −A(p, λ) −α0(p)b(λ) 0n×n 0n×1

01×n p−Q11(p, λ) −Q12(p, λ) 0

0n×n −α0(p)b(λ) pIn −A(p, λ) −Q23(p, λ)

α1(p)c
′(λ) 0 −α1(p)c

′(λ) p−Q33(p, λ)

⎤⎥⎥⎥⎦ ,(22)

где Qij(p, λ) = Qij [e
pt]e−pt, 0i×j ∈R

i×j (i, j > 1) – нулевая матрица.

Опр е д е л е н и е 3. Систему (1), (2) назовем модально управляемой по
выходу, если для любого полинома

χ(p, λ) = χ1(p, λ)χ2(p, λ),(23)

где χk(p, λ) =
∑n+1

i=0 piχki(λ), χki ∈R[λ], k = 1, 2, причем χk n+1(0) = 1, суще-
ствует регулятор вида (21) такой, что для характеристической матрицы
замкнутой системы (1), (2), (21) выполняется равенство∣∣∣W (p, λ)

∣∣∣ = χ(p, λ).(24)

Заметим, что квазиполином χ(p, e−ph) в общем случае может иметь ней-
тральный тип.

Опр е д е л е н и е 4. Систему (1), (2) назовем экспоненциально стабили-
зируемой по выходу, если существует регулятор вида (21) такой, что за-
мкнутая система (1), (2), (21) является экспоненциально устойчивой.

Следующие теоремы являются критериями модальной управляемости и
экспоненциальной стабилизируемости системы (1), (2) в классе регулято-
ров (21).

Те ор ем а 3. Система (1), (2) модально управляема в классе регулято-
ров (21) тогда и только тогда, когда

rank
[
W (p, e−ph), b(e−ph)

]
= n ∀p∈C,

rank
[
In −D(λ), b(λ)

]
= n ∀λ∈C,

(25)

и выполняются условия (19).

Доказательство см. в Приложении.
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Те ор ем а 4. Система (1), (2) экспоненциально стабилизируема в классе
регуляторов (21) тогда и только тогда, когда

rank
[
W (p, e−ph), b(e−ph)

]
= n ∀p∈C, Re p � ε0, ∃ε0 < 0;

rank
[
In −D(λ), b(λ)

]
= n ∀λ∈C, |λ| � 1,

(26)

и выполняются условия (20).

Доказательство см. в Приложении.

5. Пример

Пусть система (1), (2) имеет второй порядок, задана следующими матри-
цами и запаздыванием:

A(p, λ) =

⎡⎢⎣−
1

2
pλ −3 + λ

−1

3
− 5

12
λ

⎤⎥⎦ , b(λ) =

[
0

2λ− λ2

]
,

c(λ) = [0, −1], h = ln 2.

(27)

Исходная система с матрицами (27) имеет бесконечный спектр, ее харак-
теристический квазиполином (λ = e−ph):

w(p, λ) =
1

2
p2(λ+ 2) +

5

24
pλ(λ+ 2) +

λ

3
− 1.

Легко видеть, что квазиполином w(p, e−ph) имеет положительный корень, по-
скольку (w(0, 1) = −2

3 < 0; limp→+∞w(p, e−ph) = +∞). Таким образом, невоз-
мущенная система не является экспоненциально устойчивой.
Легко видеть, что первое условие в соотношениях (25) нарушается при p =

= −1, а второе – при λ = −1. Это говорит о том, что условия (26) выполнено.
Первое условие в (19) также выполнено, но нарушается второе условие при
λ = −2. Значит, имеют место условия (20). Таким образом, результаты [28],
предлагающие конструкцию регулятора по неполным измерениям, который
обеспечивает полную стабилизацию (одновременно финитную и асимптоти-
ческую стабилизацию и назначения конечного спектра) или только финитную
стабилизацию [29], в данном случае не применимы. Однако выполнены усло-
вия теоремы 4, поэтому можем построить регулятор по неполным измерени-
ям, обеспечивающий экспоненциальную стабилизацию замкнутой системы.
Забегая вперед, сразу же отметим, что множество корней характеристиче-
ского квазиполинома полученной замкнутой системы будет содержать точки
p = −1 и корни уравнения e−ph = λ, где λ = −2, в которых нарушаются усло-
вия (19), (25).
Перейдем к построению регулятора (21).
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1. Следуя [15], строим регулятор (Π.5). После необходимых расчетов [15]
получим

u(t) = x1(t),

ẋ1(t) =

[
5

6
− 1

6
λh

]
ẋ1(t− h) +

[
−6 +

65

12
λh −

29

24
λ2
h

]
x1(t) +

+

h∫
0

(−12 + 6λh)x1(t− s)esds+

[
−5

72
,
5

72

]
ẋ(t− h) +

+

[
−223

72
− 2λh,

25

3
+

185

288
λh

]
x(t) +

h∫
0

[
1,−9

2

]
esx(t− s)ds.

(28)

Матрица (Π.6) в данном случае имеет вид

Wx(p, λ) =

⎡⎢⎢⎢⎣
p+

pλ

2
3− λ 0

1

3
p+

5

12
λ (2− λ)λ

ν1(p, λ) ν2(p, λ) ν3(p, λ)

⎤⎥⎥⎥⎦ ,(29)

где

ν1(p, λ) =
5pλ

72
− 1− 2λ

p− 1
+

223

72
+ 2λ,

ν2(p, λ) = −5pλ

72
+

9(1 − 2λ)

2(p− 1)
− 25

3
− 185λ

288
,

ν3(p, λ) = p− 5pλ

6
+

pλ2

6
+ 6

(1 − 2λ)(2− λ)

p− 1
+ 6− 65λ

12
+

29λ2

24
.

Прямыми вычислениями получаем, что
∣∣Wx(p, λ)

∣∣ = (
1− λ

3

) (
1− λ

2

) (
1 + λ

2

)
×

×(p+ 1)(p + 2)(p + 3).

2. Строим экспоненциально устойчивый наблюдатель (9). Для этого, сле-
дуя доказательству теоремы 4, для системы (Π.1) строим регулятор (Π.2),
обеспечивающий экспоненциальную устойчивость замкнутой системы (9),
(Π.2). После этого, согласно (Π.3), получаем экспоненциально устойчивый
наблюдатель (9), где

L1[z2] =

⎡⎢⎣
−79

4
λh −

31

24
λ2
h −

5

24
λ3
h − 36

25

288
λ3
h − 155

144
λ2
h +

8

3
λh + 12

⎤⎥⎦ z2(t),

L2[z2] =
−1

2
ż2(t− h) +

(
5

24
λ2
h −

31

12
λh − 6

)
z2(t).
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Характеристическая матрица (12) имеет вид

Wz(p, λ) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
p(2 + λ)

2
3− λ

79

4
λ+

31

24
λ2 +

5

24
λ3 + 36

1

3

5λ

12
+ p − 25

288
λ3 +

155

144
λ2 − 8

3
λ− 12

0 1 p+
1

2
pλ− 5

24
λ2 +

31

12
λ+ 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦(30)

и
∣∣Wz(p, λ)

∣∣ = (
1 + 1

2λ
)2

(p+ 3)(p + 2)(p + 1).

3. Используя параметры построенных регулятора и наблюдателя, строим
регулятор (21):

u(t) = x1(t),

ẋ1(t) =

[
5

6
− 1

6
λh

]
ẋ1(t− h) +

[
−6 +

65

12
λh −

29

24
λ2
h

]
x1(t) +

+

h∫
0

(−12 + 6λh)x1(t− s)esds+

[
−5

72
,
5

72

]
ẋ2(t− h) +

+

[
−223

72
− 2λh,

25

3
+

185

288
λh

]
x2(t) +

h∫
0

[
1,−9

2

]
esx(t− s)ds,

ẋ2(t) =

[
0

2λh − 2λ2
h

]
x1(t) +

⎡⎣1

2
0

0 0

⎤⎦ ẋ2(t− h) +

[
0 −3 + λh

−1

3
− 5

12
λh

]
x2(t) +

+

⎡⎢⎣
−79

4
λh −

31

24
λ2
h −

5

24
λ3
h − 36

25

288
λ3
h −

155

144
λ2
h +

8

3
λh + 12

⎤⎥⎦x3(t),

ẋ3(t) =
−1

2
ẋ3(t− h) +

(
5

24
λ2
h −

31

12
λh − 6

)
x3(t) +

(
[0, 1]x2(t)− y(t)

)
.

(31)

Матрица замкнутой системы (22) имеет вид

W (p, λ) =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

p (2 + λ)

2
3− λ 0 0 0 0

1

3

5λ

12
+ p (2− λ) λ 0 0 0

0 0 ν3(p, λ) ν1(p, λ) ν2(p, λ) 0

0 0 0
p (2 + λ)

2
3− λ

79

4
λ+

31

24
λ2 +

5

24
λ3 + 36

0 0 (2− λ) λ
1

3

5λ

12
+ p − 25

288
λ3 +

155

144
λ2 − 8

3
λ− 12

0 −1 0 0 1 p+
1

2
pλ− 5

24
λ2 +

31

12
λ+ 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Непосредственными вычислениями находим

∣∣W (p, λ)
∣∣ = (

1− 1

2
λ

)(
1− 1

3
λ

)(
1 +

1

2
λ

)3

(p+ 3)2(p+ 2)2(p + 1)2.

6. Заключение

Для линейных автономных дифференциально-разностных систем ней-
трального типа со скалярным управлением и наблюдаемым выходом полу-
чены критерии модальной управляемости и экспоненциальной стабилизируе-
мости в классе регуляторов с обратной связью, которая является функци-
ей наблюдаемого выхода. Свойство модальной управляемости предоставляет
более широкие возможности при проектировании системы в сравнении со
свойством стабилизации. В частности, можно за счет выбора коэффициентов
характеристического квазиполинома задать «скорость сходимости к нулю»
решения системы. Или можно обеспечить конечный спектр, что сделает си-
стему более простой с точки зрения последующего управления. Однако тре-
бования на параметры системы, которые предъявляет критерий модальной
управляемости, являются более жесткими в сравнении с условиями экспонен-
циальной стабилизируемости.
Разработаны два типа асимптотических наблюдателей: наблюдатель с за-

данным характеристическим квазиполиномом и экспоненциально устойчи-
вый наблюдатель. Поведение ошибок оценивания наблюдателей описывает-
ся линейной однородной автономной системой нейтрального типа. Причем
в случае первого типа наблюдателя можно до его проектирования задать
желаемый характеристический квазиполином системы, описывающей ошиб-
ку, т.е. заранее задать скорость сходимости оценки, определяемой наблюда-
телем, к решению исходной системы. В случае второго типа наблюдателя
система, описывающая ошибку оценки решения, получается экспоненциаль-
но устойчивой. При этом управлять коэффициентами характеристического
уравнения в общем случае невозможно. Однако экспоненциальная устойчи-
вость системы, описывающей ошибку оценивания, гарантирует сходимость
оценки к решению с «экспоненциальной скоростью».
Методы построения регуляторов и наблюдателей, разработанные в пред-

ставленном исследовании, основаны на стандартных операциях с полиномами
и полиномиальными матрицами и легко реализуются в современных пакетах
компьютерной алгебры.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1.
Введем систему нейтрального типа

ẋ(t) = A′(p
D
, λh)x(t) + c′(λh)u(t), t > 0.(Π.1)
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Определим регулятор

u(t) = β1(pD
)x1(t), ẋ1(t) = K1[x(t)] +K2[x1(t)], t > 0,(Π.2)

где x1 ∈R – вспомогательная переменная, K1 ∈Q1×n, K2 ∈Q, β1(p)∈R0[p].
Для того чтобы для любого заданного квазиполинома (13) существовал

регулятор (Π.2) такой, что
∣∣W1(p, λ)

∣∣ = g(p, λ), необходимо и достаточно [15]
условий (19). Здесь W1(p, e

−ph) – характеристическая матрица замкнутой си-
стемы (Π.1), (Π.2),

W1(p, λ) =

[
pIn −A′(p, λ) −β1(p)c

′(λ)
−K1(p, λ) p−K2(p, λ)

]
,

где Ki(p, λ) = Ki[e
pt]e−pt

∣∣∣
e−ph

. Положим в уравнениях (9)

β0(p) = β1(p), L1 = K′
1, L2 = K2.(Π.3)

Тогда получим, что
(
W1(p, λ)

)′
= Wz(p, λ). Поэтому

∣∣Wz(p, λ)
∣∣ = g(p, λ). От-

сюда следует существование наблюдателя (9) с заданным характеристиче-
ским квазиполиномом.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2.
Для того чтобы для системы (Π.1) существовал регулятор (Π.2) такой, что

замкнутая система является экспоненциально устойчивой, необходимо и до-
статочно условий (20) [15]. Поэтому, повторив с необходимыми изменениями
рассуждения доказательства теоремы 1, придем к существованию экспонен-
циально устойчивого наблюдателя (9). Теорема доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3.
Необходимость. Условия (25) являются [15] необходимыми и достаточны-

ми для модальной управляемости в классе регуляторов с обратной связью,
формируемой на основании измерений вектора состояния x. Поэтому усло-
вия (25) необходимы для модальной управляемости в классе регуляторов с
обратной связью по измерениям наблюдаемого выхода (2).
Докажем необходимость условий (19). Предположим, что система (1), (2)

модально управляема в классе регуляторов (21). Считаем, что для некото-
рого заданного полинома (23) регулятор (21) обеспечивает равенство (24).
Рассмотрим систему (Π.1). Определим регулятор вида

u(t) = −α1(pD
)x1(t),

ẋ1(t) = Q′
33[x1(t)] +Q′

23[x2(t)],

ẋ2(t) = α1(pD
)c′(λh)x1(t) +A′(p

D
, λh)x2(t) +Q′

12[x3(t)],

ẋ3(t) = α0(pD
)b′(λh)

(
x(t) + x2(t)

)
+Q′

11[x3(t)], t > 0.

(Π.4)

Пусть Ŵ (p, e−ph) – характеристическая матрица системы (Π.1), (Π.4). Легко

видеть, что матрица
(
W (p, λ)

)′
получается из матрицы Ŵ (p, λ) при пере-

становке в ней местами строк и столбцов блоков с номерами 2 и 4. Поэтому
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можем записать E24Ŵ (p, λ)E−1
24 =

(
W (p, λ)

)′
, где матрица E24 меняет места-

ми строки блоков подходящего размера с номерами 2 и 4 при умножении
на любую матрицу слева. Следовательно,

∣∣Ŵ (p, λ)
∣∣ = χ(p, λ). Это значит, что

система (Π.1) является модально управляемой в смысле работы [15] (т.е. регу-
лятором с обратной связью в виде функции состояния x), а условия (19) есть
критерий модальной управляемости системы (Π.1). Необходимость условий
(19), (25) доказана.

Достаточность. Пусть задан полином (23). Доказательство достаточности
представим в виде схемы построения регулятора (21), обеспечивающего ра-
венство (24).
1. Определим регулятор с обратной связью по состоянию вида

u(t) = α0(pD
)x1(t), ẋ1(t) = Q12[x(t)] +Q11[x1(t)], t > 0.(Π.5)

В регуляторе (Π.5) обозначения те же, что и в (21). В силу условий (25) для
любого полинома χ1(p, λ) из (23) существует [9] регулятор (Π.5) такой, что
для характеристической матрицы Wx(p, e

−ph) замкнутой системы (1), (Π.5),

Wx(p, λ) =

[
pIn −A(p, λ) −b(λ)α0(p)
−Q12(p, λ) p−Q11(p, λ)

]
,(Π.6)

выполняется равенство ∣∣Wx(p, λ)
∣∣ = χ1(p, λ).(Π.7)

Далее считаем, что регулятор (Π.5) построен.
2. Согласно теореме 1 из условия (19) следует, что для любого заданного

полинома χ2(p, λ) из (23) существует наблюдатель (9) c заданным характери-
стическим квазиполиномом такой, что для характеристической матрицы (12)
имеет место соотношение ∣∣Wz(p, λ)

∣∣ = χ2(p, λ).(Π.8)

Далее считаем, что наблюдатель (9) построен.
3. Используя параметры регулятора (Π.5) и наблюдателя (9), выписываем

регулятор (21), дополнительно положив в (21)

Q23 = L1, Q33 = L2.(Π.9)

Покажем, что для характеристической матрицы W (p, e−ph) замкнутой си-
стемы (1), (2), (21) выполняется равенство (24). Для этого введем матрицу

Γ =

⎡⎢⎢⎢⎣
In 0n×1 0n×n 0n×1

01×n 1 01×n 0

−In 0n×1 In 0n×1

01×n 0 01×n 1

⎤⎥⎥⎥⎦ .(Π.10)
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Непосредственной проверкой убеждаемся, что

ΓW (p, λ)Γ−1 = W̃ (p, λ),(Π.11)

W̃ (p, λ) =

⎡⎢⎢⎢⎣
pIn −A(p, λ) −b(λ)α0(p) 0n×n 0n×1

−Q12(p, λ) p−Q11(p, λ) −Q12(p, λ) 01×1

0n×1 0 pIn −A(p, λ) −Q23(p, λ)

0n×1 0 −α1(p)c
′(λ) p−Q33(p, λ)

⎤⎥⎥⎥⎦ .

Из равенств (Π.6), (Π.7), (Π.8), (Π.11) и (12) следует, что W (p, λ) =
= ΓW (p, λ)Γ−1 = χ(p, λ). Теорема доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4.
Идея доказательства теорем 4 достаточно сильно похожа на идею доказа-

тельства теоремы 3, поэтому ограничимся краткой схемой доказательства.
Необходимость. 1. Предположим, что система (1), (2), замкнутая регуля-

тором (21), является экспоненциально устойчивой. Сформируем множества
Δ0, Δ1 из замечания 2 (см. (16)). Если нарушается первое условие в фор-
мулах (26), то для любого ε0 < 0 найдется p0 ∈C, Re p0 � ε0 такое, что
rank

[
W (p0, e

−p0h), b(e−poh)
]
< n. В этом случае при любом регуляторе вида

(21) число p0 останется в спектре замкнутой системы (1), (2), (21), т.е. p0 ∈Δ0.
Поэтому (17) не будет выполняться. Следовательно, система (1), (2), (21) не
может быть экспоненциально устойчивой.
Если нарушается второе условие в соотношениях (26), то найдется λ0 ∈C,

|λ0| � 1, такое, что rank
[
D(λ0)

]
< n. Очевидно, что при любом регуляторе

вида (21) для замкнутой системы (1), (2), (21) справедливо λ0 ∈Δ1, а значит,
будет нарушаться условие (18). Необходимость условий (26) доказана.
2. Докажем необходимость условий (20). Рассмотрим систему (Π.1), за-

мкнутую регулятором (Π.4). По очереди предполагая, что нарушаются пер-
вое или второе условия в (20), аналогично п. 1) показываем, что замкнутая
система (Π.1), (Π.4) не может быть экспоненциально устойчивой.

Достаточность. Приведем схему построения регулятора (21), а затем обос-
нуем экспоненциальную устойчивость замкнутой системы.
1. Строим [9] регулятор (Π.5), обеспечивающий экспоненциальную устой-

чивость замкнутой системы (1), (Π.5). Возможность построения такого ре-
гулятора обеспечивают условия (26). При этом характеристическая матрица
замкнутой системы (1), (Π.5) будет иметь вид (Π.6).
2. Строим экспоненциально устойчивый наблюдатель (9). Возможность

построения такого регулятора обеспечивают условия (20). При этом характе-
ристическая матрица однородной системы (9) будет иметь вид (12).
3. Используя параметры построенных регулятора (Π.5) и наблюдателя (9),

выписываем регулятор (21), при этом следует дополнительно определить мат-
рицы согласно (Π.9).
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Покажем, что система (1), (21) является экспоненциально устойчивой. Для
этого сделаем невырожденное преобразование переменных

col[x, x1, x2, x3] = Γ−1col[x̃, x̃1, x̃2, x̃3],

где матрица Γ определена формулой (Π.10). Получим новую систему с ха-
рактеристической матрицей W̃ (p, e−ph), где матрица W̃ (p, λ) определена в
формулах (Π.11). Полученную систему назовем Σ̃.

Из вида матрицы W̃ (p, λ) следует, что компоненты x̃2, x̃3 определяются
отдельной системой (являющейся подсистемой системы Σ̃), характеристиче-
ская матрица которой совпадает с характеристической матрицей (12). По-
этому система, определяющая компоненты x̃2, x̃3, является экспоненциально
устойчивой. То есть найдутся положительные постоянные γ1, γ2 такие, что

‖x̃i(t)‖ � γ1e
−γ2t, t > 0, i = 2, 3.(Π.12)

Рассмотрим систему, соответствующую первым двум строкам блоков мат-
рицы W̃ (p, λ). Поскольку компоненты x̃2, x̃3 определяются отдельно, в рас-
сматриваемой системе их можно считать неоднородной частью. Тогда ком-
поненты x̃, x̃1 удовлетворяют неоднородной системе, для которой характери-
стическая матрица соответствующей однородной системы совпадает с матри-
цей (Π.6). Значит, указанная однородная система является экспоненциально
устойчивой. Поэтому и с учетом (Π.12) найдутся положительные постоянные
γ3, γ4 такие, что

‖x̃(t)‖ � γ3e
−γ4t, ‖x̃i(t)‖ � γ3e

−γ4t, t > 0, i = 1, 3.(Π.13)

Отсюда следует экспоненциальная устойчивость системы Σ̃, а значит, и си-
стемы (1), (21). Теорема доказана.
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